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Este artigo desenvolve-se, em expansao, em torno de um conjunto de no-
tas que preparei para a minha interven¢ao no painel plendrio “Educa¢do (e)
Matemdatica: constrangimentos e liberdades na sociedade de hoje”, do ProfMat
- Porto 2016'. O tema é muito abrangente, com muitos subtemas, e diversos
na sua natureza, que se podem acolher debaixo deste titulo. Com uma exper-
iéncia e conhecimento muito limitados e indirectos em Educagao Matematica
ou nos ensinos basico e secunddrio, serd mais a partir da minha experiéncia e
conhecimentos como matemadtico, da minha visao da disciplina, em relagao a
sua estrutura e histéria das suas transformacoes, que falarei. Mas sobre um
aspecto em que hd uma forte relagao entre a disciplina cientifica e o ensino da
disciplina, que é o da evolugdo em fungdo das solicitagoes e constrangimentos
exteriores: das corporagoes académicas e seus habitos e inércias, da cultura cien-
tifica prevalecente, da sociedade tecnoldgica, etc. Evolucdo que envolve escolhas
- e.g. dar maior atengao, ou pelo contrério menor, até mesmo ao abandono, a
certos temas, quer na investigacao cientifica quer na programacao dos curricula
escolares - mas é também por elas determinada?

“ .. constrangimentos e liberdades na sociedade de hoje": o que primeiro me
invoca esta frase, assim isolada do titulo, é a ideia de sociedade de informacao,
cada vez mais global, democratizada e sofisticada, mas também mais superficial,
aleatéria e contraditéria. Invoca também um lugar-comum: nao se pode ser
livre, a decidir, a escolher, na ignorancia ou mesmo no conhecimento deficiente.
Livre verdadeiramente: nao apenas no aspecto, meramente formal, de poder
enunciar o sentido final de uma escolha ou decisao - do voto por exemplo - mas
também de poder sopesar as véarias opgoes e alternativas e determinar finalmente
essa escolha ou decisdo de forma racional e informada. Em relacdo a este lugar-
comum parece-me que sao permitidas as duas seguintes Constatacoes:
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Primeira. Alguma educacao matematica é essencial para termos capacidade
de processar e analisar toda a informagao quantitativa que actualmente nos é
dada diariamente, muita dela sobre aspectos essenciais da nossa vida em so-
ciedade. Informacao, sobretudo estatistica, que requer para a sua apreciagao,
mesmo elementar, alguma capacidade de lidar com percentagens, proporcoes
(regras de trés), médias, leitura de graficos, etc.; quando ndo mesmo um conhec-
imento j4 menos elementar de alguns conceitos e termos técnicos da estatistica
e das probabilidades. Informagdo que em geral se refere a quantidades medidas
por nimeros que o ser humano tem dificuldade natural em processar e comparar:
os chamados grandes niimeros®.

Sequnda. A prépria informacao quantitativa nos media espelha e reproduz
a fraca preparagdo matemdtica (e mais geralmente cientifica), sendo mesmo
iliteracia, da populagao e contribui negativamente para a reforgar. Os erros sao
sistemadticos e abundam os exemplos, alguns até bastante cémicos, abstraindo
da triste realidade que revelam.?Como exemplo de um cémico: corria ha tempos
nas redes sociais uma imagem de uma decisao de um tribunal sobre um recurso
apresentado por alguém a quem tinha sido penhorado 1/6 do vencimento; e
no final vinha a decisao, atendendo as alegacoes, de reduzir a penhora para
1/5 do vencimento! Para um exemplo da dificuldade em lidar com grandes
nimeros e os comparar: ha dias, num artigo de opiniao da iltima pédgina de um
jornal conhecido, o autor referia como motivo de preocupagdo para a saide da
economia russa a divida existente nesse pais, até 2018, de 100 mil milhoes de
dolares; logo varios comentarios de leitores diziam ser esse nimero ridiculamente
baixo, ora comparando com outros paises que tém dividas de trilioes de ddlares,
ora com o valor do "resgate" de Portugal, dessa ordem, mas que é um pais muito
mais pequeno e sem os recursos naturais de gés e petréleo da Riissia.

Mesmo nos nimeros nao tao grandes, isto é, relativamente pequenos quando
comparados com os bilides ou trilices, os erros também aparecem nos media
com regularidade. Recordo, por exemplo, um artigo relativamente extenso num
jornal didrio, sobre o patriménio da Universidade do Porto, em que se afirmava,
tanto no texto como na legenda de uma fotografia, que esse patrimoénio se es-
tende por varios pélos na cidade, numa &rea total de "mais que 15.000 m3"!
Convenhamos que ¢é literalmente verdadeiro®...

A muito maior familiaridade com os niimeros relativamente pequenos (néao
tao grandes) da ordem das dezenas ou centenas de milhdes - por exemplo, to-
dos ouvimos dizer que as populagoes da maioria dos pafses sao desta ordem

3 Até ha poucos anos, antes do inicio da chamada crise econémica de 2008, poucas pessoas
teriam ouvido falar em milhares de milhdes, que sao hoje termos que aparecem diariamente
nos media.

4Cheguei por duas vezes a sugerir, em dois grupos de estdgio pedagégico de que era orien-
tador, fazer uma recolha ao longo do ano de disparates matematicos encontrados em jornais.
Nao foi um projecto concretizado, mas fica aqui a ideia, que talvez seja boa para um desafio
ou concurso lancado aos alunos de uma turma...

5Tentei perceber de onde viria tao estranho nimero. Admiti que pudesse ser a drea total do
edificio da Reitoria, na Praca de Gomes Teixeira (dos "Ledes"). No site da UP néo encontrei
esse dado, mas atendendo & 4rea de implantagdo, que pude ai verificar, de 62x88m, e ao
nimero de pisos, 3-4 e existéncia de uns pétios interiores, é possivel que seja de facto o caso.



de grandeza - e com a sua escrita matemdtica, que envolve, por extenso, um
numero de algarismos de leitura ainda relativamente acessivel, torna ainda mais
enganosa a nossa inabilidade natural para os comparar adequadamente. Isso
torna-se muito claro nas nogoes que a generalidade das pessoas tém das prob-
abilidades de ganho nos jogos de sorte e azar. No euromilhdes o nimero de
combinagoes possiveis € 116.531.800; um ntimero "relativamente pequeno" por-
tanto, pensando, por exemplo, que é menor do que a populagao de vérios paises.
E um nimero familiar, digamos. No entanto, é maior do que o numero de se-
gundos que existem em trés anos e meio (perfazem exactamente 3,69519- - -
anos); gosto de explicar assim o jogo a alguns apostadores convictos das suas
possibilidades: temos dois cronémetros, acciondmo-los ao mesmo tempo e de-
pois cada um segue a sua vida durante os proximos 3,5 anos, parando o seu
cronémetro quando muito bem entender; se no final os cronémetros tiverem
parado no mesmo segundo, d4 direito a prémio! Com esta outra percepgao mais
concreta, mais fisica, da imensidao do nimero e da improbabilidade de acertar
na "aposta ganhadora", a maioria das pessoas compreende como é tao baixa
a probabilidade no euromilhdes! Mesmo fazendo trés apostas no euromilhdes,
continua a probabilidade a ser menor do que a do jogo dos cronémetros feito
"apenas" num ano; e mesmo pensando no jogo feito a 24h, ou seja 38.400s, se
sente que se pode bem passar toda uma vida - digamos de 80 x 52 semanas - a
apostar duas vezes por semana, portanto num total de 8320 apostas, sem nunca
acertar!

Como melhorar as nossas capacidades na apreciagao dos grandes nimeros,
ou, de forma mais geral, na organizacio e tratamento de dados (OTD)’, em
toda a informacdo que nos é fornecida (e nos assola), em particular dimin-
uindo o fosso que vai de alguma familiaridade (enganosa) com os formalismos
matematicos que os exprimem, a esses nimeros e dados, até & pouca compreen-
sao que deles temos? "Formalismos" quer no sentido da linguagem corrente, na
expressao usual dos nimeros em palavras e algarismos, quer na prépria notagao
matematica mais sofisticada, por exemplo a notacao com poténcias. Um tril-
iGo (um milhao de milhdes), que ndo tem uma leitura facil por extenso, tem a
notacdo simples 10'2; e muitos exercicios envolvendo poténcias se resolvem nas
aulas, pouco parecendo importar, em geral, a ordem de grandeza trazida pelos
varios expoentes, numa familiaridade de rotinas que no entanto é, em certos
sentidos, enganosa. Por exemplo, 10'%°, uma insténcia simples para verificacio
de regras de poténcias do tipo (a%)” e a‘l?, nao corresponde, pelo menos num
sentido nao muito complexo, a nada de muito concreto como a medida de al-
guma quantidade real, ji que se estima entre 10"® e 1082 o mimero de dtomos
do universo. Algo de semelhante se passa com outras nogoes e formalismos
mais sofisticados da matemadtica, como a nogao de limite, na pratica e rotinas
do estudo de funcoes reais de varidvel real e do seu crescimento ; por exem-
plo, muitos exercicios se resolvem envolvendo o calculo de limites infinitos e no
infinito: quantos exercicios deste tipo sdo feitos com fungbes que venham de

6Estou aqui a referir um dos "dominios", e respectivo acrénimo, que consta das novas
Metas Curriculares de Matemédtica para o ensino Bésico, recentemente aprovadas.



alguma situacao real de modelacao matemstica, e de forma a que um limite do
tipo lim, o f(2) = oo tenha um significado concreto nessa situagéo?

Ao considerar uma interrogagdo como a anterior, ou de forma mais geral
como melhorar as nossas capacidades matemdticas, na apreciagdo da realidade,
devemos também lembrar que hd conhecimentos matemdticos que jd nao tém
a importdncia que tiveram mo passado, pelo menos na forma como eram usa-
dos e aplicados: conhecimento disponivel individualmente, “para fazer a méao”,
por uma populagao escolar mais ou menos alargada. J4 que muitas vezes esses
conhecimentos passaram a estar incorporado nas aplicagoes tecnolégicas de uso
corrente, através dos algoritmos que as regulam. Um exemplo de um conhec-
imento de enorme importancia pratica durante séculos é o de saber "resolver
triangulos”, o objectivo primeiro da trigonometria.” Ora, hoje em dia, muitos
dos antigos procedimentos que usavam a resolugao de tridngulos "feita & mao"
- geralmente através de instrumentos intermedidrios, como os teodolitos na to-
pografia - tornam-se obsoletos, com o aparecimento de novas tecnologias como
o GPS, mapeamento por satélite, etc. Estas consideragoes (e outras que virdo
mais adiante) levam-nos a seguinte

Questao central. Como adaptar e melhorar o nosso conhecimento da
matemadtica e, simbioticamente, o seu ensino - a uma populacao cada vez mais
alargada - de forma mais 1til para uma melhor compreensao do mundo, in-
cluindo também a dos aspectos mais imediatos, como a informacao que nos é
diariamente fornecida? Em particular, mantendo em vista a evolugao natural e
interna da prépria estrutura, composicao e procedimentos da disciplina cientifica
- que segue inexordvel, ainda que lenta e por vezes imperceptivel - se possivel
criando tendéncias de antecipagao e mudancga, no sentido dessa evolugao, nos
préprios curricula escolares.

Uma constatacao trivial se impde: ndao havendo tempo para tudo ha que
fazer escolhas nas metas e programas escolares da disciplina!®

Retomando um dos temas do titulo, constrangimentos: quais existem na
evolucao da matemética como disciplina cientifica, e no seu ensino, em particu-
lar na escolha das matérias, e do seu tratamento, para os programas escolares da
matematica? Os maiores, pelos efeitos que provocam, no curto e médio prazo,
até pela sua imprevisibilidade, com por vezes subitas mudancas, sao os con-
strangimentos externos provocados pelas decisoes de quem manda nas politicas

"Embora, muitas vezes, na forma como a trigonometria tem sido ensinada ao longo dos
anos no nosso pais, se tenha esquecido esse facto; por vezes até com auséncia completa de
exercicios de aplicacao desse tipo.

8 Apesar de ser uma constatacao trivial, de senso comum, vale a pena lembrs-la aqui porque
sobra nesse senso comum uma grande margem para subjectividades...Por exemplo, uma das
criticas mais generalizadas, e que se tem vindo a sedimentar num cada vez maior consenso entre
os professores, as novas Metas Curriculares e Programas para os ensinos Bésico e Secunddrio
¢é a sua exagerada ambigdo, sendo considerados demasiados extensos e de dificil concretizagao
(diffcil ou mesmo impossivel, como se tem ouvido muitos professores dizerem no caso do agora
iniciado 10° ano)



de ciéncia e educacao; sobre o financiamento e autonomia das universidades
e da investigagao cientifica, formacao dos professores, a gestao e autonomia
das escolas, o sistema de contratacao dos docentes, a gestao e valorizagao das
carreiras, em particular na promogao - ou pelo contrério desvalorizagao! - da
imagem publica da Escola e dos seus docentes, a articulacao entre os ensinos
publico e privado, o estabelecimento e implementacao dos curricula escolares -
sobretudo quando feitos e impostos & margem e sem a participagao alargada
da comunidade académica e profissional - os sistemas de avaliagdo dos alunos,
docentes e escolas, etc. Falarei, no entanto, apenas dos constrangimentos in-
ternos, que embora de menor relevancia sao aqueles sobres os quais podemos
actuar de forma mais directa e individual, na nossa prépria actividade enquanto
professores de matemadtica; e que nao deixam de condicionar de forma impor-
tante alguns dos constrangimentos externos mencionados, em especial os que se
relacionam com a defini¢do e implementagao dos curricula.

Os constrangimentos internos sao essencialmente devidos a natural resistén-
cia as mudangas, com uma tendéncia para valorizarmos especialmente aquilo
que melhor conhecemos e defendermos aquilo em que ja investimos tempo e
esforco; e, de forma relacionada, as inércias existentes nas vérias corporagoes
académicas e profissionais. E dependem, por isso, das nossas Visdes da Matemdtica
(plurais, sim!)? como um todo: quais as caracteristicas essenciais da sua con-
stituicao e estrutura, qual a arquitectura da sua divisao por dreas, como se
relacionam e estruturam entre si (quer légica, quer historicamente) essas dreas
e quais as mais importantes para as aplicagoes, quais o percursos possiveis e de-
sejaveis através dessa arquitectura (como se pode, ou deve, ir daqui para ali?).
Visoes que sdo reforgadas também pela existéncia de uma histéria assente, ou
“institucionalizada”, sobre a evolugao da matemdtica e a génese dessa estrutura.

Apesar de diversas - e até por vezes com posi¢des contraditérias - em comum
as vérias visoes da matemastica hd a ideia de um edificio muito complexo, com
muitas partes, mas formando um todo coerente, assente em alguns alicerces
(ou fundamentos) consistentes, em que todas as partes desempenham um papel
estrutural e contribuem, ou contribuiram, para a construcao e estabilidade do
edificio e em que tudo estd interligado - a maior ou menor distancia - por uma
l6gica interna, cimento de toda essa construcao e que consiste de um emaranhado
imenso de interligacoes feitas de teoremas e suas provas.

As diferentes visoes variam sobretudo na dimensao e importancia relativa
que atribuem as vérias partes e nas relacoes estruturais e hierdrquicas que esta-
belecem entre elas - o que naturalmente depende da extensao dos conhecimentos
em que assentam, sendo hoje em dia impossivel ter uma visao global do edificio
matematico e um conhecimento sélido e nao superficial de mais do que umas
poucas dreas entre as muitas centenas existentes!!?

9Sem querer entrar pela histéria e filosofia da matemadtica: com certeza que a visao de um
intuicionista, ou construtivista, difere da de um logicista ou de um formalista.

10Pode avaliar-se a extensdo e variedade enorme dos assuntos matemadticos consultando a
MSC2010, com mais do que 60 grandes areas, cada uma delas dividida em vérias subdreas,
estas em temas, e contendo por vezes largas dezenas ou mesmo mais do que uma centena de



Podem também diferir nos "sequndos sentidos” que associamos a certos re-
sultados matemadticos, ou mesmo teorias, e que como os planos de fundo numa
paisagem moldam a perspectiva que deles temos, em particular a profundidade
do seu alcance. Embora esses segundos sentidos nao tenham grande relevancia
para a investigacdo matemdtica'l, uma vez que nio decorrem logicamente ou
matematicamente dos resultados em si mesmos, tém-na para o ensino e a di-
vulgacdo jé que sao construidos por repeticao sugestiva através da linguagem
natural com que nos exprimimos sobre esses resultados, funcionando a repeticao
também como processo de institucionalizacao desses sentidos na comunidade,
tornando-os correntes e revestindo-os de um cardcter natural, quase necessario
ou até 6bvio. Divergéncias desses "segundos sentidos" correntes na comunidade
estao normalmente associadas a diferentes concepcoes filoséficas dos fundamen-
tos da matemdtica, quer a nivel dos principios logicos admissiveis nas provas,
axiomatizagoes e definigbes bdsicas, quer na teoria dos comjuntos - ou outra
teoria de entidades matemadticas béasicas, que funcionem como os blocos con-
strutivos para toda a estrutura.

Sem nos alongarmos sobre este aspecto, convém dar algum exemplo de um
"segundo sentido". O segundo sentido mais generalizado, a que poderemos
chamar o primeiro dos sequndos sentidos, é a ideia de que toda a matemadtica
corrente, com as suas nogoes e estruturas mais centrais - e.g., a dos nimeros
reais e respectiva andlise - se pode exprimir e construir com base na teoria dos
conjuntos e usando a ldgica matemdtica cldssica na deducdo dos resultados.'?
Outro exemplo de segundo sentido, que vem dos resultados de G. Cantor sobre
cardinalidade, é a ideia da existéncia de infinitos de diferentes graus; assim,
como o conjunto dos nidmeros reais, R, nao é numerdvel, mas o conjunto dos
racionais, Q, é, é usual dizermos que "existem muito mais nimeros reais do
que racionais", ou, sendo R = QU (R — Q), que "existem muito mais niimeros
irracionais do que racionais". No entanto existiram, com evolugao logo a par-
tir dos fins do século XIX e desenvolvidas até aos nossos dias, divergéncias em
relagdo aquele "primeiro segundo sentido", nomeadamente pelo chamado intu-
icionismo e outras correntes da matemética dita constructiva'®; que recusavam
o uso de um principio central da légica cldssica - o principio do terceiro excluido
- e colocavam restrigoes no tipo de provas admissiveis, aceitando apenas as que

subtemas:

http://www.ams.org/msc/msc2010.html

11 A menos da importancia que as visdes filos6ficas préprias possam ter como orientadoras e
motivadoras da investigacao de certos matemédticos. Godel é um exemplo de um matemético
em que essa importancia foi grande, como ele préprio afirmou.

12Numa das duas axiomatizacbes usuais - e essencialmente equivalentes - da teoria dos con-
juntos, ZF: Zermelo-Fraenkel, ou NBG: Neumann-Bernays-Godel. E com a légica matematica
(de 1% e 2% ordens) como se veio a estabeler a partir do trabalho pioneiro de G.Frege e em
continuagao por Russel- Whitehead, C. S. Peirce, E. Post, K.G6del, A. Church, A. Turing, e
muitos outros...

130 Intuicionismo foi iniciado por L. E. J. Brower, mateméatico mais conhecido pelas suas
contribui¢bes fundamentais para a Topologia, em especial pelo famoso Teorema do Ponto
Fixo, e prosseguido por outros, em particular um seu aluno, Arend Heyting (as importantes
Algebras de Heyting receberam o seu nome) e também por um aluno de Hilbert, Hermann
Weyl.



tém um cardcter constructivo (o que conduzia, por exemplo, & nao aceitagdo de
certas provas por reducao ao absurdo usuais na matemadtica cldssica). Embora
sem grande impacto na préctica matemética ao longo do século XX - sendo no
entanto consideradas e progressivamente integradas, como parte do estudo da
l6gica matematica e emergindo posteriormente também noutros contextos em
teorias mais gerais com origens em partes centrais e nao divergentes da inves-
tigacao matemadtica - nao deixam de constituir teorias e préticas alternativas
totalmente consistentes, ainda que tenham permanecido marginais'?.

No ensino e na divulgagdo da matemdstica, seria desejdvel que fosse mais
conhecido o facto de na matemadtica, e na sua histéria, existir este tipo de rela-
tividade, que envolve a possibilidade de escolhas alternativas nos fundamentos e
métodos de prova - que embora historicamente exdticos em relagao & pratica pre-
dominante e central nao deixam por isso de ser legitimos - mesmo em relagao
aos seus resultados mais conhecidos e conceitos e estruturas mais essenciais,
como sdo os da andlise real'®>. Ou seja, que a matemética que se ensina e se
divulga nao é como é por algum tipo de necessidade ou imperativo l6gicos; hé
com certeza muitas razoes naturais e desejaveis para ser como é - a principal
das quais seja talvez a tendéncia para seguir, como num gradiente, pelas formas
que se revelam mais tteis e ficeis para producido de nova matematical® e que
vio no sentido de maior liberdade para os mateméticos!” - mas nenhuma razao
daquele tipo: que ndo poderia ser de outra forma!

Da histéria da matemadtica sabemos também, como ja referimos anterior-
mente, que alguns assuntos, ou mesmo #reas, perdem importéncia por si so,
sendo no entanto substituidos nessa sua importancia por outros assuntos rela-
cionados, e muitas vezes deles derivados, ou por sua incorporacao na tecnologia
na forma de algoritmos. Os quaternides sao um bom exemplo nos dois sentidos:
o seu uso no calculo pratico, ligado em particular a fisica, durou relativamente
pouco tempo apds a sua invengao, pela maior preferéncia dada entretanto ao uso
do produto wvectorial, que por sua vez tem origens na defini¢do, por Hamilton,
dos quaternioes e seu produto. Por outro lado, como se sabe, os quaternioes
sdo actualmente usados (indirectamente, pela sua algebrizacao vertida em lin-
guagem de programagcao) nos algoritmos de softwares que simulam as rotagoes

14 A anglise real intuicionista, desenvolvida por Brower, apesar de invalidar muitos dos re-
sultados cldssicos, como o Teorema dos valores Intermédios (Bolzano), ou provar que todas
as fungdes f : R —R bem definidas (no sentido construtivo de podermos calcular efectiva-
mente com qualquer aproximacao desejada os valores f(z) para todo = € R) sdo continuas, é
totalmente consistente!

15Uma introducio bastante acessivel & andlise intuicionista pode ser lida no livro de George
e Vellleman referenciado no fim do artigo

16Na verdade uma das caracteristicas reconhecidas as vdrias versdes de matematica con-
strutiva é precisamente a grande dificuldade em verificar em todas as provas se os critérios
construtivos, muito restritivos, sdo respeitados ou nao. A légica intuicionista - sem o principio
do terceiro excluido e com uma noc¢ao construtiva da implicagdo, A = B - ¢ também em
todos os aspectos mais complicada que a légica cldssica: por exemplo, ao contrdrio desta, nao
¢é possivel definir as vdrias conectivas légicas & custa das outras e da negagao.

17"Liberdade" no sentido reivindicado por Cantor ou Hilbert, de exploragio, sem restricdes
apriori de natureza filoséfica, de novas ideias e conceitos bem como das potencialidades dos
novos formalismos estabelecidos.



espaciais. Outras vezes assuntos de importancia secunddria reemergem, e por
vezes num papel proeminente, em novos contextos e teorias, longe das moti-
vacoes iniciais.®

Esta constatagao histérica, faz parte daquele consenso entre as varias visoes
da matemadtica, atrds referido, de que as suas partes formam um todo coer-
ente, em que todas elas desempenham um papel estrutural e contribuem, ou
contribuiram geneticamente, para a construcao e estabilidade do edificio numa
interligagao feita de uma complexa teia de teoremas e provas; isto é, ndo hd
partes obsoletas no seu uso, que o sejam do ponto de vista da sua contribuigao
estrutural, ainda que em formas derivadas através de descendentes seus, agora
mais proeminentes.

No entanto, parece que mesmo este consenso entre as vdrias visoes é ques-
tiondvel, sobretudo em algumas perspectivas de futuro. O desenvolvimento dos
computadores e da programacao que permitiu e sustenta a expansao e glob-
alizagdo do mundo inform&tico, a que aludimos no inicio, tem tido também
impacto no nosso mundo matemdtico, quer na investigacdo quer no ensino. A
um nivel menos "fracturante" dos paradigmas, temos todo o software para cal-
culo numérico, simbdlico e gréfico (calculadoras gréficas, Geogebra, Geometer’s
Sketchpad, Wolfram Alpha, MuPad, Maple, etc.)!?; a um nivel mais fracturante
temos as provas assistidas por computador - no sentido radical, de haver partes
da prova impossiveis de serem verificadas & méo em tempo humano 1til?° - e
o desenvolvimento da chamada matemdtica experimental: em que através de
evidéncias de cédlculo computacional, para além das provas assistidas, se testam
conjecturas, se obtéem sugestoes e orientagao para a formulagdo de novos resul-
tados matemaéticos, se procuram novos objectos matemédticos com determinadas
propriedades, etc.,podendo chegar-se a aceitacao, ou convicgao da veracidade de
um resultado, substituindo a sua prova, ou partes dela, por essa evidéncial!?!

E possivel que as provas assistidas por computador, progridam para além

18Um bom exemplo é o da Idgica intuicionista, originada, como j4 atrds foi mencionado, pela
recusa por Brower - por razoes de ordem filoséfica - do principio do terceiro excluido. Despida
da argumentacao filoséfica e das limitagoes construtivistas de Brower, pelo seu aluno, Heyting,
a légica intuicionista viria a ganhar um estatuto préprio como objecto de estudo sistemético no
ambito da Légica (em particular na ligagdo desta com a ciéncia de computadores). Também no
moderno desenvolvimento de fundamentos alternativos da matemaética em termos da teoria de
categorias - na chamada Teoria dos Topos - a légica intuicionista tem um papel prevalecente,
jé que é a légica presente na maioria dessas estruturas (os Topos, que generalizam, em certo
sentido, a no¢ao de conjunto; e cuja no¢ao original, no A&mbito do estudo de feixes, é devida a
A. Grothendieck).

A Wikipedia tem um artigo sobre Topos, onde o leitor pode encontrar bastantes referéncias
e variadas indicagoes (e "links") sobre o assunto: https://en.wikipedia.org/wiki/Topos

19 Aqui se encontram numerosos exemplos de praticas mateméticas e métodos de calculo que
passaram da "mao" para a mdquina: aproximacéao de raizes de fungoes, integragdo numeérica e
simbdlica, derivagao, decomposigoes e factorizagoes algébricas, cadlculo matricial, aproximagoes
polinomiais, desenvolvimentos em séries, tracado de graficos 2D e 3D, resolugao de equagdes
diferenciais, cdlculos simplex e estatisticos, etc.

200 inicio deu-se com a prova do famoso Teorema das 4 Cores em 1976 por Appel e Haken:
faz agora 40 anos!

21 Para uma verdadeira descricao e referéncias ver o artigo na Wikipedia

https://en.wikipedia.org/wiki/Experimental mathematics



da "simples" andlise por forca bruta computacional de casos e cdlculos, impos-
siveis de efectuar & mao em tempo tutil - o que requer de nds apenas uma
confianga na correcgdo dos dados fornecidos e dos algoritmos em execugao -
para um novo nivel de autonomia do computador: verdadeira autonomia no
sentido da pesquisa e recolha de dados - acumulagao de conhecimento préprio
- tomada de decisoes e escolhas de rumos, nao previstos ou sequer previsiveis,
pelos programadores!

Um bom exemplo, muito recente, foi fornecido pelo Google DeepMind Chal-
lenge Match — AlphaGo vs Lee Sedol. Foi um encontro de cinco partidas de Go,
realizado entre 9 e 15 de Margo passado, reminiscente do famoso encontro de
xadrez que op0Os o campeonissimo Garry Kasparov ao computador Deep Blue
em 1997. O Go é um jogo mais conhecido e praticado no oriente, embora tenha
também federagbes em muitos paises ocidentais com mestres de elevado grau,
que a semelhanga das artes marciais € marcado pela atribuigao de "dans". O Go,
em comparagao com o xadrez, é considerado pelos especialistas da computagao
como tendo um grau de complexidade mais elevado, com muito maior nimero
de combinacoes possiveis. O encontro realizou-se na Coreia do Sul, nacionali-
dade de Lee Sedol, que é o jogador mais importante da actualidade. Lee Sedol
ganhou apenas a quarta partida?’. A grande surpresa, para todos os especial-
istas aconteceu na segunda partida, quando o computador fez um movimento
totalmente inesperado, que nenhum jogador (humano) razogvel faria! E o com-
putador "sabia" que nenhum humano faria tal movimento: porque faz parte da
sua programacao calcular, a partir da sua enorme base de dados de partidas
jogadas por humanos, a probabilidade de cada movimento feito; e nesse caso
a probabilidade era inferior a 1/1000! Como decidiu entdo o computador fazer
tal jogada, como a terd aprendido? A resposta é que, de certa forma, apren-
deu sozinho: é que os programadores puseram o computador a jogar contra si
mesmo, com diferentes e sucessivas versoes do programa, & medida que o iam
apurando. Ou seja, o computador aprendeu a eficidcia daquela jogada, estranha
para os humanos, jogando no reino dos computadores!

Este tipo de evolucao para novos niveis de sofisticagao da computagao,
que se vislumbra no horizonte préximo, associada a cada vez maior extensao,
centralidade e proeminéncia dos métodos estocdsticos tanto nas aplicagoes da
matematica as mais variadas dreas cientificas - em especial as de maior com-
plexidade na modelagao, como as ciéncias da vida, em particular os estudos
cognitivos, a metereologia, etc. - como na prépria matemédtica experimental,
pode conduzir a uma nova visao da matematica em que partes essenciais, mesmo
do que hoje consideramos os seus fundamentos, passem a ser vistas como ver-
dadeiramente obsoletas: nao sé no uso, mas mesmo no sentido, nao mais do
que curiosidades histéricas de uma certa forma de pensar, j4 abandonada! Uma
visdo "pés-fundamentos", lhe poderiamos chamar...

22Pode consultar-se o artigo da Wikipedia:

https://en.wikipedia.org/wiki/AlphaGo versus Lee Sedol

Encontram-se também no YouTube videos sobre as védrias partidas, com analises detalhadas
feitas por especialistas.



David Mumford - Medalha Fields em 1974 pelos seus trabalhos em Geome-
tria Algébrica - desenvolve uma opiniao deste tipo no seu artigo The Dawning
of The Age of Sochasticity, no &mbito de uma conferéncia realizada em 1999,
“Mathematics Towards The Third Millennium'. E interessante verificar que
Mumford faz um mea culpa relativamente a uma opinido que era muito gener-
alizada, e ainda hoje persiste, nos meios da matemética dita mais "pura": a de
que a Estatistica é uma drea mais pobre e desinteressante, que nao envolve nem
requer muita matematica...

I also have to confess at the outset to the zeal of a convert, a
born-again believer in stochastic methods. Last week, Dave Wright
reminded me of the advice I had given a graduate student during my
algebraic geometry days in the 70’s: 'Good grief, don’t waste your
time studying statistics - it’s all cookbook nonsense’. 1 take it back!

Fazemos algumas citagoes do artigo, que esperamos déem, ja aqui, uma ideia
do seu pendor relativamente a uma tal mudanga de visdo "pés-fundamentos".
Do resumo:

Abstract. For over two millennia, Aristotle’s logic has ruled
over the thinking of western intellectuals. All precise theories, all
scientific models, even models of the process of thinking itself, have
in principle conformed to the straight-jacket of logic. But from its
shady beginnings devising gambling strategies and counting corpses
in medieval London, probability theory and statistical inference now
emerge as better foundations for scientific models, especially those
of the process of thinking and as essential ingredients of theoretical
mathematics, even the foundations of mathematics itself. We pro-
pose that this sea change in our perspective will affect virtually all
of mathematics in the next century

e mais a frente,

This paper is a meant to be a polemic which argues for a very
fundamental point: that stochastic models and statistical reasoning
are more relevant i) to the world, ii) to science and many parts of
mathematics and iii) particularly to understanding the computations
in our own minds, than exact models and logical reasoning.

Referindo-se a um ’teorema’ recente sobre a hipdtese do continuum, CH, que
depois explica, escreve Mumford:

(...) This leads us to the stunning result of Christopher Freiling
(1986): using the idea of throwing darts, we can disprove the con-
tinuum hypothesis. Why his theorem is not universally known and
considered on a par with the results of Godel and Cohen. I do not
know.

23Um pdf do artigo, que eu recomendo vivamente, pode ser obtido facilmente pesquisando
no Google por titulo/autor.
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Recorde-se que a hipétese do continuum, inicialmente formulada por Cantor
para os conjuntos N e R, afirma mais geralmente que para qualquer conjunto
nao-vazio X, nao existe nenhum conjunto Y que tenha um cardinal estritamente
contido entre o cardinal de X e o cardinal de P(X), o conjunto de todos os
subconjuntos de X: em notagdo, nao existe Y tal que |X| < |Y| < |P(X)]
(Sendo que |X| < |Y| se existe uma aplicagao injectiva X — Y mas nao existe
nenhuma bijecgdo entre os dois conjuntos (se existir diz-se que tém o mesmo
cardinal, | X| = |Y]); e que se tem sempre | X| < |P(X)]|, como foi originalmente
provado por Cantor).

A hipétese do continuum era o primeiro da famosa lista de 23 problemas
apresentada por David Hilbert no Congresso Internacional de Matemaéticos de
1900 e a sua resolugao, em 1963, é considerada um dos marcos maiores da
histéria da matemédtica. De forma muito resumida: Goédel tinha provado, em
1940, que CH era consistente com os axiomas de ZF (se estes o forem entre si),
incluindo se se acrescentar o azxioma da escolha, (obtendo o sistema ZFC); Paul
Cohen provou entao, em 1963, que a negacao de CH é também consistente com
ZF ou ZFC, mostrando assim que a hipotese do continuum é independente dos
restantes axiomas, isto é, nao se pode a partir deles provar que é verdadeira ou
que é falsa.?*

Como é possivel, em face destes resultados sobre CH, existir um ’teorema’
que prova a sua falsidade é explicado pela admissao de novos objectos matemati-
cos - as varidveis alietérias (ligadas, na prova, ao langamento de dardos sobre
um alvo) - como reais, o que é defendido por Mumford, como um passo para
uma mudanca radical na visao dos fundamentos da matemética:

So what is 'wrong’ with this? We have treated random variables,
throws of the dart, as real things! If we try to rewrite this argument
in classical measure theory, we will need to assume that the graph
of the well-ordering is measurable, which, of course, should not be
done. So do we throw out the proof? Freiling used the argument to
motivate a new axiom of set theory which disproves the continuum
hypothesis. I believe we should go much further: his "proof ‘ shows
that if we make random variables one of the basic elements of math-
ematics, it follows that the C.H. is false and we will get rid of one of
the meaningless conundrums of set theory. The continuum hypoth-
esis is surely similar to the scholastic issue of how many angels can

24Mais importante do que a prova da independéncia de CH, foi a técnica introduzida por
Cohen na sua prova, para construir modelos de ZF ou ZFC adequados & sua finalidade,
chamada Forcing, e que teve depois repercussoes fantdsticas na légica matemédtica permitindo
a prova de muitos mais resultados. Pelo seu trabalho Cohen recebeu a Medalha Fields no
Congresso Internacional de Matematicos de 1966, em Moscovo. Os quatro medalhados nesse
congresso, realizado quase hd 50 anos, entre 16 e 26 de Agosto, formam - sem qualquer divida,
na minha modesta opinidao - o conjunto mais impressionante de matemédticos premiados com
a Fields de toda a histéria dos Congressos, pela importancia e influéncia futura dos seus
trabalhos, confirmadas pelo juiz supremo que é o devir: S. Smale, M. Atiyah, P. Cohen, A.
Grothendieck (talvez com destaque para este ultimo, considerado por muitos como o maior
matemadtico do século XX)
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stand on the head of a pin: an issue which disappears if you change
your point of view.

Para concluir e retomando a questao central que formuldmos atréds: de que
forma estas consideragoes sobre os constrangimentos internos e os horizontes da
evolugdo da matematica e das suas visdes, podem, e devem, influenciar a nossa
apreciagdo da escolha dos curricula escolares e da sua implementacao?

A natural resisténcia as mudancgas, ja& mencionada, tem sempre um argu-
mento & mao - que é validado pelo consenso entre as vdrias visoes da matematica
como um todo coerente que integra todas as suas partes - contra alguma pro-
posta de eliminagao ou redugao de um assunto ou a sua substituicao total ou
parcial por outro, a utilidade que tem numa diversidade de circunstéancias, ou
entdao o seu valor formativo - das capacidades matemadticas e mentais - mesmo
quando tem pouco valor pritico, em termos das suas aplicagoes, quer internas
a matemadtica pela sua menor ligacao a outros assuntos, quer externas. Mas o
desafio serd precisamente saber se o valor formativo de estudar alguns assuntos,
nao pode ser alcangado pelo estudo de outros (até aparentemente pouco rela-
cionados, & primeira vista) mas que eventualmente sejam mais dteis do ponto
de vista aplicado e mais conformes as tendéncias da matemaética actual.

Os constrangimentos internos da resisténcia as mudancas e do perigo de
enviesamento ao servigo de alguma visao particular da matematica, sao reforga-
dos, potenciados, por outros constrangimentos (externos) que tém a ver com
0s tempos de planear e implementar as mudangas curriculares, determinados
por quem manda. Se as mudancas curriculares forem lentas e progressivas,
planeadas com tempo e envolvendo bem a comunidade dos profissionais - o que
parece ser a situacao ideal e mais sensata de politica educativa, porque assen-
tardo assim numa maior experiéncia de ensino efectivo e em maiores e melhores
consensos - isso dilui logicamente o perigo de enviesamento, por um lado, mas,
por outro lado, favorece naturalmente as resisténcias & mudanga, em especial se
as propostas de mudancga forem mais ousadas, contra os habitos instalados da
comunidade. Se, pelo contrario, a mudancga for rdpida e, como consequéncia log-
ica dessa opgao, necessariamente feita por um grupo mais ou menos alargado de
sdbios isolados no seu balao, hd a vantagem de uma maior probabilidade de sur-
girem alteragOes significativas, até radicais e corajosas, mas também, por outro
lado, o risco agravado das mudangas reflectirem uma visao muito particular da
matematica - a vista desse balao, também ele particular - da sua estrutura,
dos seus métodos, da importancia aplicada ou formativa dos diversos assuntos
escolhidos, do tipo e nivel de rigor formal, da importancia das ferramentas com-
putacionais e do seu uso no ensino, etc. Parece-nos que nos Programas e Metas
para a matemadtica recentemente aprovados, quer para o ensino bdsico quer para
o secunddrio, se pode verificar, de forma muito clara, as caracteristicas deste
segundo caso.

O que me parece ter sido o espirito orientador dos autores das Metas, a sua
visdo da matemadtica (vista do seu baldo!), e a forma como se materializou quer
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na estrutura geral quer na escolha e tratamentos de vérios assuntos, contrasta
com qualquer sentido geral que se possa extrair das vérias consideragoes que
fizemos neste artigo. Quando se lé¢ uma passagem como

«E no respeito pela estrutura intrinseca da Matemstica e do
método que a caracteriza que se procura igualmente, com este Pro-
grama, desenvolver no aluno o gosto por esta disciplina milenar, nas
suas diversas vertentes, como o caracter organizador e agregador de
conhecimento na sua expressao mais abstrata ou a eficdcia de que se
revestem os instrumentos mateméticos quando aplicados ao estudo
do mundo real»

esse contraste é claro: pelo que escrevemos sobre a existéncia de vérias visoes
da matemadtica e das suas dinamicas evolutivas, bem como da relatividade e limi-
tagoes que existem em relagao a varios aspectos dos fundamentos da matemaética
- em particular relativos ao chamado "método axiomé&tico" - ndo nos parece que
se possa falar - sem ser para suscitar uma longa e polémica discussao filoséfica -
"[da] estrutura intrinseca da Matemdtica e do método que a caracteriza”, assim
com artigos definidos!

Mencionando apenas um das escolhas mais polémicas e criticadas, a inclusao
de um tema sobre axiomatizacao e geometrias nao-euclidianas no 9° ano - com
a pretensao de ter um alcance formativo matematico que passa além do da mera
nota histérica: nao sei se esta opgao dos autores radicard em alguma convicgao
de que "o" tal método que caracteriza a matemdtica é o chamado "método
axiomético", ou pelo menos que este é uma parte importante dele, (o que é uma
ideia errada, na minha modesta opinido), mas, em qualquer caso, atendendo a
enorme subtileza e complexidade de todas as questoes que rodeiam a histéria
das axiomatizacoes e dos desenvolvimentos das légicas associadas (assim, no
plurall), a todas as relatividades que permeiam esse "método", é impossivel que
neste nivel de ensino os alunos fiquem com alguma ideia sobre o assunto com um
minimo de coeréncia e substancia que nao seja, por ser necessariamente muito
parcial - tomar a arvore pela floresta - errada e potenciadora de convicgdes falsas
sobre o que é a matemadtica. E entre nao ter ideia nenhuma ou ter uma ideia
errada ¢é preferivel ndo ter ideia nenhuma! Sobre a escolha do tépico Ldgica e
Teoria de Conjuntos para o inicio do programa do 10° ano, que parece seguir
a motivacao principal que estd no origem deste, ligado como estd & construgao
e estudo de axiomatizacoes, poderiamos fazer uma critica andloga; embora esta
escolha nao nos parega tao imitil e perigosa para a criagao de ideias erradas como
a anterior; e tem algum potencial pritico, se for além do cédlculo automatico
de tabelas de verdade ou da manipulagao espiria da notacao da "teoria de
conjuntos"?® e posta em relacao com questoes légicas formuladas em linguagem

25 J4 h4 muitos anos, o matemdtico francés René Thom (medalha Fields em 1958 pelos seus
trabalhos em topologia, mas conhecido sobretudo pelos trabalhos posteriores em teoria das
singularidades e teoria das catdstrofes, de que ¢ um fundador) numa critica irénica ao uso
da "Teoria dos Conjuntos" no curriculum da chamada Matemdtica Moderna, introduzida no
ensino francés nos anos 60 e 70, dizia:
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natural e usada na resolucdo de alguns problemas concretos?®.

Mas onde nos parece que o contraste das Metas "com qualquer sentido geral
que se possa extrair das védrias consideragoes que fizemos neste artigo" é maior,
é na prépria estrutura base das Metas, em termos do peso relativo atribuido aos
véarios assuntos, ou temas, em que elas se organizam. Assumimo-lo como uma
critica que ainda ndo ouvimos feita por outros?”. Por tudo o que dissemos - desde
a Primeira e Sequnda Constatagoes no inicio do artigo até a parte dedicada ao
artigo de D. Mumford - ndo serd surpresa para o leitor que em relagdo & Questao
central, defendamos que seja dada maior importancia e extensao ao ensino das
partes da matemdtica ligadas & OTD (organizagéo e tratamento de dados) e a
Estatistica; e também ao uso das ferramentas computacionais. Ora, em relagao
as Metas parece-nos que a estas dreas é dedicado muito pouco espago, medido
em termos dos tempos ou aulas previstos, especialmente quando comparado com
a extensao de outros temas como a Geometria. Vejamos os nimeros; as siglas
sao as usadas nas Metas, estando a negrito as que consideramos em ligacao com
OTD ou Estatistica.

3°Ciclo (7°, 8°, 9° anos, respectivamente)
NO: 18420415 tempos; GM: 66440465 ; FSS: 254+15+11 ; ALG: 28462429
; OTD: 10410422

Secundario

10° - LTC: 18 aulas; ALG: 30 ; GA: 54 ; FRVR: 56 ; EST: 10

11° - TRI: 50 aulas; GA: 32; PL: 6; SUC: 38; FRVR: 46; EST:6

12° — CC: 17 aulas; PRB: 27; FRVR: 32; TRI: 22; FEL: 41; PCI: 20; NC:
28.

Vemos assim que no 3° Ciclo hd 62 tempos para OTD, num total de 456;
a Geometria tem mais do que 62 tempos tanto no 7° como no 9° e mais 40
no 8°: quando pensamos que estes tempos da Geometria contemplam projectos
tao ambiciosos e discutiveis - para este nivel de ensino e maturidade dos alunos
nestas idades - como, por exemplo, esbogos de provas sobre o Teorema de Tales
e sua relagao com as propriedades de semelhanca de tridngulos, ou introdugao
ao método axiomdtico e & geometria hiperbdlical, o desequilibrio com os tempos
dedicados a OTD parece ainda maior e um desperdicio.

No Secunddrio temos 66 aulas previstas para os temas destacados, num total
de 533.

"Qualquer raposa sabe que se as galinhas estao no galinheiro e o galinheiro estd no quintal,
as galinhas estdao no quintal"

26 alids curioso notar a possibilidade de os autores terem eles mesmos ideias erradas sobre
este assunto da Ldégica: quando na introducao ao tema, confundiram lamentavelmente a bi-
valéncia com o principio do terceiro excluido (e de uma forma que néo é explicdvel por algum
lapso involuntdrio da construgdo gramatical da frase em que o fizeram)

27Dizemos "ainda ndo ouvimos" e nio que "ndo foi feita"!
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Para terminar, uma pequena nota sobre as notas de rodapé?s.

Referéncias

George, Alexander & Velleman, Daniel J., Philosophies of Mathematics,
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Itororé - Bahia, aos 20 de Junho de 2016.

28H4, quem considere que as notas de rodapé devem ser evitadas em textos de, ou sobre,
matemédtica (excepto para alguma informacdo administrativa dada na primeira pdgina); hd
quem ache até que em qualquer tipo de texto, o seu uso deve ser evitado e frugal. Nao é,
claramente!, a minha opinido; sem outra justificagao que nao seja a minha preferéncia, como
leitor - em especial de textos de filosofia da matemadtica, ou com cardcter expositivo, como
este - pela estruturacdo e ritmo de leitura que resultam do seu uso livre...
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